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Anoverview of probabilistic hesitant fuzzy decision-making theory and methods
XU Ze-shui†, ZHANGShen
(Business School, Sichuan University, Chengdu 610064, China)
Abstract Probabilistic hesitant fuzzy set adds probability values which are corresponding to each membership degree on the basis of the hesitant fuzzy set. Compared with the HFS, it can express the initial decision-making information given by experts more accurately and comprehensively. Therefore, the probabilistic hesitant fuzzy decision-making theory and methods are more reliable and practical. This article reviews the probabilistic hesitant fuzzy decision-making theory and methods. It first introduces its development process, then separately expounds its information fusion theory, preference relations theory and decision-making methods, and finally looks forward to the future research directions of probabilistic hesitant fuzzy decision-making theory and methods.
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1. 引言
这里主要介绍你的决策啥东西，你参考了哪些文章，主要参考那篇论文的方法
决策分析事实上是一种认知过程，是一个基于决策者的价值观、偏好以及知识结构来确定和选择方案的过程，它的结果将会导致人们从几种不同的备择方案中选择其中的一种作为自己的理念或下一步的行为方式。通常而言，一个完整的决策过程包括明确研究目标、确立研究对象、确定属性值及其权重并采用适当的方法得到备择方案的排序等步骤。起初，一些精确的数学模型被应用于决策问题之中。后来，随着时间的推移，人们的社会、经济等活动不断丰富，决策过程中存在的未知因素不断增加且决策问题中所涉及的知识深度和广度逐步提升。在这种条件下，这些精准的数学模型逐渐无法满足人们在面对实际决策问题时对于不确定性的刻画的需求。基于这样的情况，提出更为有效的信息表达方式并据此解决更为复杂的决策问题是现代决策科学发展的必然要求。
在不断发展新的决策信息表达方式的过程中，主要存在以下两个困难。第一是专家主观层面上的模糊性和犹豫性。其中，模糊性是指很多时候专家在对目标进行评价时，无法给出具体的评估值，而只能给出一个模糊不清的范围。针对这一问题，Zadeh[1]提出的模糊集以及它的一些后续的拓展形式给出了较好的解决方案。它们利用模糊数等模糊信息表达形式代替精确的数来刻画专家给出的初始评估值。而犹豫性则是指专家在对目标进行评价的时候，评估值会在几个可能的值之间犹豫不决。Torra[2]提出的犹豫模糊集则很好地解决了这一问题，它允许专家在评价时将几个可能的值全部作为隶属度。而第二个困难则是不同隶属度之间的重要程度不同。犹豫模糊集允许一个元素中出现多个隶属度，但它默认这些隶属度的重要程度是相同的。然而，在大多数情况下，由于专家个人的倾向性以及专家数量等原因，不同隶属度具有不同程度的重要性。为了克服这一困难，概率犹豫模糊集[3]应运而生，它为每个隶属度添加了一个相应的概率信息，很好地表达了不同隶属度之间不同的重要程度。这一概念的出现基本解决了决策信息表达所遇到的两个困难。相应内容我们将会在下一章进行更为详细的阐述。
可以看到，概率犹豫模糊集是在模糊集和它的一些拓展形式的基础上，在原有的以犹豫模糊集为代表的信息表达形式已经无法满足日益复杂的实际决策问题需求的背景下产生的，它的出现符合模糊和不确定信息表达方式的发展方向。在实际决策过程中，概率犹豫模糊集作为一种切实可行且有效的工具可以全面、细致地表达和处理决策者的不确定偏好信息，能够很好地提升决策结果的合理性和可信度。随着社会的快速发展，人们遇到的实际决策问题日益复杂，用更加符合客观实际和人类思维方式的分析手段来处理复杂定性决策问题的需求更加迫切。近年来，国内外学者在概率犹豫模糊集的信息融合理论、偏好理论和决策方法等领域已经取得了相当丰富的成果，且已有研究将其应用于风险投资[4,5]、供应链管理[6]、运输管理[7]、舆情预测[8]等方面。同时，基于概率犹豫模糊集的决策方法在智慧医疗、水资源管理、能源管理等国家重点发展领域也有着巨大的应用潜力。因此，对概率犹豫模糊集相关理论及其应用的研究具有重要的理论价值和广泛的实际应用前景。然而截至目前还并没有文章对其发展现状做出一个系统的阐述并对其未来研究方向进行展望。基于此，本文对概率犹豫模糊决策理论与方法进行了综述。首先介绍了它的发展过程，随后分别对它的信息融合理论、偏好关系理论以及决策方法进行了阐述，最后展望了概率犹豫模糊决策理论与方法的未来研究方向。希望可以使相关研究方向的学者更加了解这一领域并为他们提供有益的参考，为概率犹豫模糊决策理论与方法的发展做出一定的贡献。
2. TOPSIS方法介绍，或者你的改进方法和步骤介绍
（模糊数，或者带权重的，给予高分）
设  是一个非空集合，则定义在上的犹豫模糊集是从 到 上的一个子集的映射[2]。其数学表达式为[15]：
   (2.1)
其中， 是  的某个子集，包含若干可能的值，表示  属于集合  的隶属度。为了表达方便，称  为一个犹豫模糊元素。
至此，经过几十年的发展，模糊集研究取得的成果越来越丰硕，人们对于模糊信息的表达和刻画也越来越准确和完整。
然而，尽管上述信息表达方式在理论研究和实际应用中取得了较为丰富的成果，特别是犹豫模糊集。但它在决策过程中默认集合内的所有隶属度具有相同的重要程度，这导致专家在给出评估值时无法体现出自己的倾向性。而且，不同的专家给出相同的评估值时，它们也无法体现每个评估值背后的专家的数量，从而必定会丢失大量的决策信息。因此，当由于专家的倾向性和数量等原因导致给出的评估值有着不同的重要程度或概率时，以上所有的信息表达模型的有效性都会大打折扣。也就是说，犹豫模糊集以及之前的信息表达方式在描述复杂定性信息方面仍然存在着很大的局限性。例如：5位专家在奖学金评定中对某位候选人进行评价，三位专家给出了0.9，一位专家给出了0.8，最后一位专家则给出了0.7。此时，如果用犹豫模糊元素来表达这些评估值，只能得到。显然，这个数据并不能完整地表达出决策群体给出的初始信息。可以说，有两位专家给出的信息在信息表达阶段完全被忽略了。
2014年，Zhu[3]在他的博士论文中将概率信息应用到犹豫模糊集之中，提出了概率犹豫模糊集和概率犹豫模糊偏好关系的概念。它们的基本组成单位为概率犹豫模糊元素，由取值在中的实数形式的评估值和相应的概率构成。在上面的例子中，如果我们用概率犹豫模糊元素来刻画决策群体给出的信息，可以得到。这样一来，五位专家的意见就被完整而简洁地表达在了同一个元素之中。随后，概率犹豫模糊元素的部分运算法则[16]和相似性测度[17]被提出，这些成果也被应用于医学诊断等多属性决策问题当中；Zhu等人[18]整理了概率犹豫模糊集的相关概念和性质以及概率犹豫模糊偏好关系的定义，并且初步研究了概率犹豫模糊偏好关系的一致性。值得注意的是，在这些研究中，都要求同一概率犹豫模糊元素内的所有隶属度所对应的概率之和等于1。事实上，在很多实际决策问题中，这个要求经常无法满足。我们考虑如下情形：10位专家参与决策，其中有两人因为一些原因无法做出判断，这将导致我们在用概率犹豫模糊元素表达全体专家的意见时无法得到完整的概率信息。基于此，Zhang[19]等人借助证据推理的思想，减弱了概率信息需要满足的条件，改进了概率犹豫模糊集的定义。
设  是一个非空集合，我们称从  到 单位闭区间  上的一个概率分布函数的映射为概率犹豫模糊集1[3,19]。它的数学表达式如下：
 (2.2)
其中， 是  的一个子集，表示  属于某集合 的隶属度。 也是 的一个子集，表达相应的  的概率解释。 统称为一个概率犹豫模糊元素，简写为 ，它的数学表达式为：
(2.3)
其中， 表示  中含有隶属度的数量， 表示隶属度  对应的概率且满足。
随后，在概率犹豫模糊集和概率型犹豫模糊元素的基础上，Zhou和Xu[20]进一步阐述了概率犹豫模糊偏好关系。
给定集合 ，那么，定义在  上的概率犹豫模糊偏好关系[3,18,20]可以用矩阵  来表达。其中， 是一个概率犹豫模糊元素，表示  对于  的偏好程度，且满足下面的条件：
(2.4)
其中  是  中第  大的值， 是其对应的概率值。至此，概率犹豫模糊集的相关概念、性质、运算等基础研究工作基本完成。
可以看到，得益于对概率信息的有效利用，概率犹豫模糊集和概率犹豫模糊偏好关系既能够刻画决策者对客观事物不确定性的认知，又可以描述不同评价意见间重要程度的差异。同时，相比于同样引入了概率信息的概率优先序[20]和概率语言术语集[22]等信息表达形式，基于实数（而不是向量或语言）的概率型犹豫模糊集又有着便于计算和建模的优点。此外，虽然对于决策者或评估者而言，语言表征更为简单、也更为契合人们的评价习惯且具有较强的可操作性。但是基于目前的理论，我们还无法对语言术语进行直接的处理。例如：“好”+“一般”的结果就无法用一个语言术语来表达。所以，在对语言术语进行后续处理之前，我们总是要把它们先转化为数的形式，这是语言决策中必不可少的一步。因此，从某种程度上看，对概率型犹豫模糊集的研究可算作是对概率语言术语集的后续处理的研究，可以与概率语言术语集理论无缝连接。综上所述，无论是模糊决策还是语言决策，概率犹豫模糊集都是其中一项不可或缺的研究内容，深入系统地对概率犹豫模糊决策理论及方法进行研究是一项重要而且迫切的课题。
3. 数值模拟
在多属性决策问题中，我们通常需要专家对备择方案在各个属性上的表现进行评估并给出相应的评价值。然后通过集成算子将每个方案得到的评估值分别融合进一个元素之中，进而通过集成后的元素的大小来确定全体方案的排序并选择最优方案。而在群决策问题中，我们需要用同样的方式来集成各个专家的意见。因此，无论是多属性决策问题还是群决策问题，信息融合都是解决问题的重要方法，具有举足轻重的地位。而在模糊决策的发展过程当中，对于每一种新出现的模糊信息的表达形式，都有学者研究并给出了大量的集成算子。这其中比较有代表性的有直觉模糊加权集成算子[23-25]、直觉模糊Bonferroni均值算子[26]、诱导的犹豫模糊集成算子[27]以及犹豫模糊幂集成算子[28]等。
对于概率犹豫模糊集而言，因为同时拥有隶属度和概率两个维度，它的运算和集成的研究就要相对复杂一些。起初的研究多是对犹豫模糊集的运算和集成进行简单的推广，即，隶属度的运算采用犹豫模糊集的运算方式，而相应的概率的运算则是简单的相乘，而集成算子则都是在这种运算的基础上得出的。这种方法在概率犹豫模糊集的定义被改进之后便不再适用了，因为随着参与运算的元素个数逐渐增加，运算结果的概率信息会不断衰减直至趋近于0，这是决策者不能接受的。针对这一问题，Zhang等人[19]采取了归一化的方法。
给定两个概率犹豫模糊元素 ，，那么[13]
(3.1)
(3.2)
实际上，对于概率犹豫模糊信息运算的归一化有两种方式：（1）对参与运算的每个元素的概率信息进行归一化。如果每个元素的概率信息都是完整的，那运算结果的概率信息就不会衰减；（2）直接对运算结果的概率信息进行归一化。上述定义采用的是第二种方式，可以证明，两种方式得到的结果是完全一致的。随后，很多学者在上述成果的基础上对概率犹豫模糊信息的运算与集成进行了更加深入的研究，也获得了一些成果，例如：基于Einstein运算的概率犹豫模糊集成算子[29]、概率中智犹豫模糊Choquet集成算子[30]、概率犹豫模糊优先权集成算子[30]以及其他一些算子和信息集成方式[32-35]。其中，基于Einstein运算的概率犹豫模糊元素的加法和乘法运算满足封闭性、单调性、交换律、结合律、分配律等优良性质，这使得概率犹豫模糊元素在运算时的限制更小；概率中智犹豫模糊Choquet集成算子不仅为内部属性之间的相关现象提供了支持，而且还充分考虑了外部空间的附带不确定性；而概率犹豫模糊优先权集成算子则考虑到了属性之间具有不同的优先级的情况。这些集成算子都为概率犹豫模糊信息集成理论提供了很好的补充。
然而随着研究的逐渐深入，人们逐渐发现，在大多数情况下，特别是在群决策过程中，这种处理方式并不合理。事实上，改进后的概率犹豫模糊元素的定义设定单个元素中所有隶属度的概率之和可以小于1这个条件就是为了更加全面地表达决策群体给出的初始决策信息，归一化的做法反而违背了这一初衷。因此，如何在不将概率犹豫模糊元素归一化的前提下，解决运算结果的概率信息随着参与运算的元素个数的增加而逐渐衰减的问题，是一个亟待解决的问题。对于概率犹豫模糊信息的信息集成的研究存在的另外一大问题则是计算繁琐，以概率犹豫模糊元素的加法运算为例，倘若两个含有三个隶属度的概率犹豫模糊元素相加，所得的结果中便含有9个隶属度，再加上相应的概率的运算，意味着整个计算过程需要18次运算。如果参与运算的元素个数增加，相应的运算次数更是将以几何级数增加，因此，概率犹豫模糊元素的计算量是巨大的。相应地，以此为基础的概率犹豫模糊信息的信息集成也非常复杂且难以应用。目前，还没有一种有效的方法简化概率犹豫模糊元素的运算，这也导致概率犹豫模糊集在群决策问题中的应用受到了很大的限制。因此，只有将上述两个问题解决后，才能使基于概率犹豫模糊集的决策过程更加可靠，决策结果更加准确，决策方法更加便于应用。
4. 程序代码
偏好关系（又称判断矩阵）是决策者表达对一组目标（如方案和属性等）的偏好时经常使用的一
的研究是必要且具有重要的实际应用价值。
5. 结论
一个焦点。
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